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Understanding Spin-orbit Torque, Anomalous Hall Effect, and Spin Hall Effect

from the Gauge Transformation
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We present a concise method to understand electric field response of electrons in the presence of spin-momentum coupling for a

general two-band model. When there is no impurity scattering, the electric field response is solely described by the change of

electronic wavefunctions since the electronic occupation remains unchanged. We found that this can be neatly described by a unitary

transformation, which depends on both momentum and spin. Thus, it gives rise to gauge structures for both position and spin

operators, which allows one to understand spin-orbit torque and anomalous Hall effect as consequences of the spin and position gauge

effects, and spin Hall effect as a combined consequence of the two. As an example, we present a result for a model system with both

Rashba interaction and s-d exchange interaction, which is a commonly used model to describe a thin magnetic layer.
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게이지 변환을 이용한 스핀-궤도 돌림힘, 비정상 홀 효과,

그리고 스핀 홀 효과의 이해

고동욱·이현우*
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이 논문에서 우리는 2-밴드 모델에 대해 라쉬바 상호작용과 같은 스핀-운동량 결합이 있을 때 나타나는 여러 효과들을 게이지

변환을 이용해 통합적으로 이해하는 방법을 소개한다. 불순물이 없을 때 외부에서 전기장을 걸어주면 전자의 분포함수의 변화는

없기 때문에 파동함수의 변화만 기술하면 되는데, 우리는 이 효과를 간단한 유니타리 변환으로 기술할 수 있다. 그런데 이 변환

은 운동량과 스핀에 의존하기 때문에 위치 연산자와 스핀 연산자는 자연스럽게 게이지 구조를 갖는다. 따라서 스핀-궤도 돌림힘

은 스핀 연산자의 게이지 효과로써, 비정상 홀 효과는 위치 연산자의 게이지 효과로 이해할 수 있고, 스핀 홀 효과는 두 게이지

효과가 함께 적용된 결과로 이해할 수 있다. 또한, 우리는 이 결과를, 자성체 박막의 성질을 기술할 때 흔히 사용되는 라쉬바 상

호작용과 s-d 교환 상호작용이 함께 있는 경우의 이론 모델에 적용한 결과를 소개한다.

주제어 :게이지 변환, 스핀-궤도 돌림힘, 비정상 홀 효과, 스핀 홀 효과

I. 서 론

최근 스핀트로닉스 연구 분야에서는 자성 나노구조에서 나

타나는 스핀-궤도 결합(spin-orbit coupling)의 효과에 대한 관

심이 커지고 있다[1]. 강자성체(ferromagnet)와 중금속(heavy

metal)으로 이루어진 이중박막(bilayer) 구조에서는 중금속 원

자의 강한 스핀-궤도 결합으로 인해 전류를 흘려주는 것 만

으로 강자성체에 스핀 돌림힘(spin torque)을 가할 수 있다

[2]. 소위 스핀-궤도 돌림힘(spin-orbit torque)라고 알려진 이

현상의 물리적 원인에 대해서는 많은 논란이 있었지만, 대표

적인 메커니즘으로는 스핀 홀 효과(spin Hall effect)[3]와 라

쉬바-에델슈타인 효과(Rashba-Edelstein effect)[4]가 알려져

있다. 이론적으로는 스핀-궤도 돌림힘의 원인을 크게 두가지

로 나눌 수 있는데, 하나는 외부 전기장으로 인해 전류 방향

으로 페르미-디락 분포함수(Fermi-Dirac distribution function)
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가 이동하는 효과이고, 다른 하나는 외부 전기장이 고체 내

전자의 파동함수를 변화시키는 효과이다[5]. 전자의 경우는 장

형태의(field-like), 후자의 경우는 감쇄 형태의(damping-like)

스핀-궤도 돌림힘을 주는 것으로 알려져 있다[5].

외부에서 전기장을 걸어준 실험 상황에 대한 이론적인 분석

은 많은 경우 볼츠만 방정식(Boltzmann equation)이 사용되는

데, 볼츠만 방정식은 페르미-디락 분포함수의 변화로 인한 효

과는 기술할 수 있지만 전기장으로 인해 전자의 파동 함수가

바뀌는 효과를 기술할 수 없다는 한계를 갖고 있다. 따라서

일반적으로 양자역학적 효과를 고려하기 위해서는 쿠보 공식

(Kubo formula)으로 알려진 선형반응이론(linear response

theory)을 이용해야 한다. 그러나 선형반응이론을 이용한 접근

방식은 계산이 복잡하기 때문에 수식의 물리적인 의미를 놓쳐

버리기 쉽다는 문제가 있다. 따라서 자성 이중박막 구조에서

스핀-궤도 돌림힘, 비정상 홀 효과(anomalous Hall effect), 그

리고 스핀 홀 효과의 원인이 모두 스핀-궤도 결합에 있음에도

불구하고 지금까지 연구에서는 단순히 선형반응 공식을 적용

해 위 현상들을 개별적으로 다루고 있는 실정이다[6-8]. 뿐만

아니라 라쉬바 상호작용(Rashba interaction)이 있는 시스템에

서 스핀 홀 효과[7]와 감쇄 형태의 스핀-궤도 돌림힘[8] 모두

베리 위상(Berry phase)과 관계가 있다는 연구 결과가 있었지

만, 이 두 현상을 통합적으로 이해하지는 못하고 있다.

이 논문에서는 2-밴드 모델에 대해 라쉬바 상호작용과 같

은 스핀-운동량 결합(spin-momentum coupling)이 있을 때

나타나는 여러 효과들을 게이지 변환을 이용해 통합적으로 이

해하는 방법을 소개한다. 우리는 불순물에 의한 전자의 산란

이 일어나지 않는 경우를 다룰 것이고, 전자구조의 기하학적

인 효과에 의해 나타나는 고유 기여도(intrinsic contribution)

에 대해서만 논의를 국한한다. 2장에서는 서행섭동이론

(adiabatic perturbation theory)에서 출발해서 외부에서 걸어준

전기장이 전자의 파동함수를 어떻게 바꾸는지 기술하며 이를

통해 위치 연산자와 스핀 연산자에 대한 게이지 변환을 정의

한다. 3장에서는 2장에서 정의한 게이지 변환을 이용해 스핀-

궤도 결합 효과의 대표적인 예시인 스핀-궤도 돌림힘, 비정상

홀 효과, 그리고 스핀 홀 효과를 기술한다. 특히, 자성체 박

막의 성질을 잘 기술할 때 많이 사용된, 라쉬바 상호작용과

s-d 교환 상호작용(s-d exchange interaction)이 함께 있는 경

우의 이론 모델을 적용한 결과를 소개한다.

II. 방법: 서행섭동이론과 게이지 변환

라쉬바 상호작용과 같이 스핀-운동량 결합이 있을 때 전자

상태를 기술하는 일반적인 2-밴드 하밀토니안은 아래와 같이

쓸 수 있다.

(1)

여기서 σ는 스핀 연산자이다. 이러한 형태의 하밀토니안은

다양한 시스템에서 등장한다. 예를 들어, GaAs와 같이 3차원

벌크에서 반전대칭성이 깨지면 드레셀하우스 상호작용

(Dresselhaus interaction)이 나타나는데, 이는 dx(k) = βDkx,

dy(k) = − βDky, dz(k) = 0와 같이 기술할 수 있다. 한편, 자성

체 박막과 같이 표면 및 계면으로 인해 반전대칭성이 깨지면

라쉬바 상호작용(Rashba interaction)이 나타나는데, 이는

dx(k) = αRky, dy(k) = − αRkx, dz(k) = 0로 기술할 수 있다. 여기

서 βD와 αR은 각각 드레셀하우스, 라쉬바 상수이다. 한편,

ε0(k)는 운동에너지에 해당하는데, 유효질량(effective mass) m

을 도입하면 ε0(k) = h-2k2/2m가 된다. 자성체에서는 d 오비탈

전자의 자기 모멘트와 s 오비탈 전자의 교환 상호작용이 존

재하는데, 이러한 s-d 교환 상호작용은 dx, dy, dz에 각각

JMx, JMy, JMz를 각 항에 더해줌으로서 기술할 수 있다.

식(1)의 에너지 고유값과 고유벡터를

(2)

와 같이 정의하자. 외부 전기장 효과를 고려하기 위해서는 운

동량 k에 벡터포텐셜을 더해 k + (e/h-)A(t)로 바꿔주면 된다.

외부 전기장을 따라 전자의 파동함수가 따라 변화하는 효과

를 기술하기 위해 시간 t = − ∞부터 t = 0까지 외부 전기장의

세기가 충분히 천천히 증가한다고 가정하자. 이는 벡터포텐셜

을 A(t) = − teδtE와 같이 정의하고, 극소값 δ > 0는 계산 마지

막에 0으로 가져가는 극한을 취하면 된다. 따라서 외부 전기

장이 있을 때 전자의 하밀토니안은

(3)

가 된다. 여기서

(4)

는 외부 전기장의 효과로 우리는 이 항이 전자의 파동함수에

미치는 영향을 서행 섭동이론으로 1승 효과까지 계산할 것이다.

전기장이 걸리기 전 t = − ∞일 때 상호작용 묘사(interaction

picture)에서 파동함수가 이라고 하면 t = 0일때

파동함수는 가 된다. 여

기서

(5)

는 상호작용 묘사에서 전파인자(propagator)이고, (I)는 상호작

용 묘사를 의미한다. 다소 복잡하지만 식(5)를 계산하면 여러

H0 k( ) = ε0 k( ) + d k( ) σ⋅

H0 k( ) ±;k| 〉 = ε0 k( )± d k( )[ ] ±;k| 〉

H k( ) = H0 k + 
e

h
---A t( )⎝ ⎠

⎛ ⎞ = H0 k( ) + H1 k, t( )

H1 k, t( ) = 
e

h
---te

δt
E ∇kH0 k( )⋅

ψ
k
t = − ∞( )| 〉

ψ
k
t = 0( )| 〉

I( )
 = U k( ) ψ

k
t = − ∞( )| 〉

I( )

U k( ) = 1 − 
i

h
--- dtH1

I( )
t( )

−∞

0
∫
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항이 등장하는데, 그 중 측정하는 물리량(스핀, 전류 등)에 영

향을 주는 항만 남기면 아래와 같이 간단한 형태가 됨을 알

수 있다:

(6)

따라서 H0(k)의 고유상태 에 대해 [식(2)] 외부 전기장

의 1승 효과에 대해 물리량 O의 변화는

(7)

(8)

가 된다. 위 식에서 fs(k)는 고유상태 에 대한 페르미-디

락 분포함수이다. 선형반응이론의 쿠보공식을 이용해서 외부

전기장에 대한 반응을 계산해보면 식(7)의 결과와 일치함을

보일 수 있다.

식(6)에서 정의된 유니타리 연산자는 k와 σ에 의존하기 때

문에 위치 연산자와 스핀 연산자에 대해 게이지 구조를 준다.

즉, 위치 연산자는

(9)

와 같이 변환되고, 스핀 연산자는 

(10)

와 같이 변환됨을 알 수 있다. 따라서 식(9) 및 (10)으로부터

위치 및 스핀 연산자의 변환규칙을 적용하면 외부 전기장을

걸어주었을 때 생기는 스핀 동역학 및 전도 현상을 비교적

간단히 기술할 수 있다.

III. 결과: 스핀-궤도 돌림힘, 비정상 홀 효과,

스핀 홀 효과

먼저 스핀-궤도 돌림힘의 밀도는 자화 유닛벡터 에 대

해 식(9)로부터 아래와 같이 쉽게 계산할 수 있다:

(11)

(12)

위 식에서 V는 시스템의 전체 부피이다. 참고로 식(11)과 (12)

에 등장하는 스핀-궤도 돌림힘은 감쇄 형태를 띄고, 운동량-자

화 공간에서 정의된 베리곡률과 관계있음이 알려져 있다[8].

그 다음으로 비정상 홀 효과를 기술하기 위해 속도 연산자

의 변환을 알아보자. 외부 전기장 효과를 고려하기 위해 유

니타리 변환을 하게 되면 운동학적(kinematic) 위치 연산자

R = r + δr(k)로부터 속도 연산자를 정의해야함에 유의하자. 속

도 연산자는 하이젠베르크 운동방정식(Heisenberg equation

of motion)으로부터

(13)

와 같이 계산할 수 있다. 위 식을 이용하면 전기장의 1승 효

과에 대해서 속도 연산자의 변화는

(14)

이 됨을 알 수 있다. 식(14)에서 고유상태 에 대한 기

대값을 취하면 첫번째 항은 사라짐을 알 수 있다. 그리고 두

번째 항에 대해서는 교환 관계(commutation relation) [rα,

kβ] = iδαβ를 이용하면

(15)

이 된다. 따라서 홀 저항은 = σHEx와 같이 정의되는데,

전류밀도 함수는 식(7)과 (15)로 부터

(16)

이 됨을 알 수 있다. 식(16)의 피적분 함수는 다름 아닌 운

동량 공간에서 베리 곡률임을 확인할 수 있다[6].

스핀-궤도 돌림힘과 비정상 홀 효과가 각각 스핀과 위치연

산자의 게이지 변환으로부터 나왔다면, 스핀 홀 효과에는 이

두가지 게이지 변환이 함께 작용한다. 스핀 전류밀도 연산자

는 등급 2 텐서로

(17)

와 같이 정의된다. 외부 전기장이 있으면 스핀 전류밀도 연

산자는

(18)

와 같이 변환됨을 알 수 있다. 따라서 식(10)과 (15)를 이용

하면

U k( ) = 1 − 
ie

4
----

E ∇k⋅( ) d k( ) σ⋅( )

d k( ) 2
---------------------------------------.

±;k| 〉

δO〈 〉 = fs k( )δ O k( )〈 〉s,
s=±,k
∑

δ O k( )〈 〉± = ±;k U
†
k( )O k( )U k( ) − O k( )[ ] ±;k〈 〉

s;k| 〉

r|→r + δr k( ), δr k( ) = 
e

4
---∇k

E ∇k⋅( ) d k( ) σ⋅( )

d k( )
2

---------------------------------------

σ|→σ + δσ k( ), δσ k( ) = 
e

2
---
E ∇k⋅( ) d k( )×σ( )

d k( )
2

-----------------------------------------
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(19)

이 된다.

지금까지는 외부 전기장이 있을 때 스핀-궤도 돌림힘[식

(11), (12)], 비정상 홀 효과[식(16)], 그리고 스핀 홀 효과[식

(19)]가 어떻게 나타나는지 게이지 변환 방법을 이용해 소개

하였다. 이는 기존 쿠보 공식으로 잘 알려진 선형반응이론의

방법과 같은 결과를 주지만 계산이 더 간단하고 물리적인 의

미가 분명해진다는 장점이 있다. 즉, 스핀-궤도 돌림힘은 스

핀 연산자의 게이지 효과로서, 비정상 홀 효과는 위치연산자

의 게이지 효과로 등장하며, 스핀 홀 효과는 두가지 게이지

효과가 동시에 적용되는 것으로 이해할 수 있다.

이러한 효과들이 구체적으로 자성체 박막에서 어떻게 나타

나는지 조사하기 위해 라쉬바 상호작용과 s-d 교환 상호작용

이 함께 존재하는 시스템을 고려해 보자. 가장 간단하게는 2-

밴드 모델로서 아래와 같이 하밀토니안을 쓸 수 있다:

(20)

따라서 식(20)은 식(1)에서 dx = JMx + αRky, dy= JMy + αRkx,

dz = JMz를 대입한 결과로 쉽게 이해할 수 있다. 외부 전기장

이 x-방향으로 작용한다고 가정하고, 이를 식(11), (16), (19)

에 대입하면

(21)

(22)

(23)

와 같은 결과를 얻는다. 위 식에서

(24)

이다. 여기서 식(21)로부터 스핀-궤도 돌림힘은 감쇄 형태를

갖는다는 것을 확인할 수 있다. 그리고 식(22)는 비정상 홀

저항이 자화의 z-성분에 비례한다는 현상론과 잘 일치함을 확

인할 수 있다.

이 논문에서는 불순물이 없는 경우만 논의하였는데 이와 같

이 베리 위상으로 나타나는 고유 기여도는 불순물 때문에 전

자 산란이 일어나더라도 사라지지 않고 중요한 역할을 한다.

예를 들어, 긴 역사를 갖고 있는 비정상 홀 효과에서는 수

많은 이론 모델 및 실험을 통해 고유 기여도가 존재한다는

것을 확인하였다[6]. 특히, 스핀트로닉스 분야에서는 GaMnAs

에서 베리 곡률때문에 나타나는 반-감쇄 형태의 스핀-궤도 토

크가 측정되었다[8]. 라쉬바 모델에서 나타나는 스핀 홀 효과

에 대해서는 불순물 효과를 양자역학적으로 고려하면 스핀 홀

전도도가 0이 되는 등 많은 논란이 있었지만[9] 이는 라쉬바

모델의 특별한 성질 때문이었고, 보다 일반적인 밴드구조에서

는 스핀 홀 효과의 고유기여도가 중요하게 등장하는 것으로

밝혀졌다[10].

IV. 결 론

이 논문에서 우리는 2-밴드 모델에 대해 라쉬바 상호작용

과 같은 스핀-운동량 결합이 있을 때 나타나는 여러 효과들

을 게이지 변환을 이용해 통합적으로 이해하는 방법을 소개

하였다. 불순물이 없을 때 외부에서 전기장을 걸어주면 전자

의 분포함수의 변화는 없기 때문에 파동함수의 변화만 기술

하면 되는데, 이 효과는 식(6)의 유니타리 변환으로 간단히

기술되었다. 그런데 이 변환은 운동량과 스핀에 의존하기 때

문에 위치 연산자와 스핀 연산자는 식(9), (10)과 같은 게이

지 구조를 갖는다. 따라서 스핀-궤도 돌림힘은 스핀 연산자의

게이지 효과로써, 비정상 홀 효과는 위치 연산자의 게이지 효

과로 이해할 수 있고, 스핀 홀 효과는 두 게이지 효과가 함

께 적용된 결과로 이해할 수 있다. 우리는 이 결과를 자성체

박막의 성질을 기술할 때 흔히 사용되는, 라쉬바 상호작용과

s-d 교환 상호작용이 함께 있는 경우의 이론 모델에 적용해

보았다.
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